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第二十七屆香港青少年數學精英選拔賽 
The 27th Hong Kong Mathematical High Achievers Selection Contest 

2024 – 2025 (8 / 2 / 2025) 
題解 Solution 

甲部 (每題 2分) 

 

1. [	625	] 

 
2. [	9] 

        √𝑥 − √𝑥 − 𝑘 ≥ 3 
       ó    √𝑥 ≥ √𝑥 − 𝑘 + 3 

ð     𝑥 ≥ 𝑥 − 𝑘 + 6√𝑥 − 𝑘 + 9 
ð        𝑘 − 9 ≥ 6√𝑥 − 𝑘 
我們需要 𝑘 ≥ 9，這樣 R.H.S 上就有一個非負數。 
𝑘 的最小可能值為 9。 

 
3. [	9] 

1
𝑎 +

1
𝑏 =

1
6 

(𝑎 − 6)(𝑏 − 6) = 36 

(𝑎 − 6, 𝑏 − 6) = (1, 36), (2, 18), (3, 12), (4, 9), (6, 6), (9, 4), (12, 3), (18, 2), (36, 1) 

有 9個解。 

 
4. [	2025	] 

 

!"!#	×!"!&×!"!'	×!"!(	×!"!)×!"!*×!"!!
(!"!(!,!"!(-')(!"!(!,!"!(-!)(!"!(!-)"("-*)

  

= !"!#	×!"!&×!"!'	×!"!(	×!"!)×!"!*×!"!!
(!"!(,*)(!"!(-!)(!"!(-/)(!"!(,!)(!"!(-*)(!"!(,/)

= 2025  
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5. [	8	] 

因為一個三角形中，任何兩條邊的長度之和一定長過第三條邊的長度。 
 

 最短的邊 已知的邊 餘下的邊 
1 1 4 4 
2 2 4 3 
3 2 4 4 
4 2 4 5 
5 3 4 3 
6 3 4 4 
7 3 4 5 
8 3 4 6 

 
 因此，這樣的三角形共有 8 個。 

 
6. [	505	] 

因在 2025 ! 中，每一個因數 2乘一個因數 5就可得一個尾零。 
          2 的倍數比 5 的倍數多，所以只須考慮 5 的倍數： 

  2025 ! 有 ;!"!(
(
< + ;!"!(

!(
< + ;!"!(

/!(
< + ;!"!(

'!(
< 個 5 的倍數， 

  因此， 2025 ! 的結尾有 405 + 81 + 16 + 3 = 505 個零。 
另解： 
因在 2025 ! 中，每一個因數 2乘一個因數 5就可得一個尾零。 

          2 的倍數比 5 的倍數多，所以只須考慮 5 的倍數： 
 2025/625 = 3 …… 150，2025 !有 3個 625的因數； 
 2025/125 = 16 …… 25，2025 !有 16個 125的因數且不是 625的因數； 
 2025/25 = 81，2025 !有 81個 25的因數且不是 125及 625的因數； 
 2025/5 = 405 ，2025 !有 405個 5的因數且不是 25、125及 625的因數； 
 因此， 2025 ! 的結尾有 405 + 81 + 16 + 3 = 505 個零。 

 (這個解的好處是避開高斯符號。) 
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7. [	最大值	 = 	26	及最小	 = 	16	] 

每添加一個小正方形，若有 
(1) 一條公共邊：周界會增加 2 單位。 
(2) 兩條公共邊：周界會保持不變。 
(3) 三條公共邊：周界會減少 2 單位。 

 
因為情況(3)最多只能出現 2 次，所以周界最多只可減少 4 單位。 
因此，新圖形周界的最大可能值是 20 + 2´3 = 26 單位。 
  新圖形周界的最小可能值是 20 - 4 = 16 單位。 

 
8. [	20°	] 
加入 E點讓 CDE成為一個等邊三角形。 

 
 ∠𝐶𝐵𝐴 = ∠𝐶𝐴𝐵 = 10°, ∠𝐴𝐶𝐵 = 180° − 2(10°) = 160°  

 ∠𝐴𝐶𝐷 = /#"°-)"°
!

= 70° 

 ∠𝐵𝐶𝐸 = 360° − 160° − 70° − 60° = 70°	 

 Δ𝐵𝐶𝐸 ≅ Δ𝐴𝐶𝐷	(SAS) 

 𝐵𝐸 = 𝐴𝐷 = 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 

 Δ𝐵𝐶𝐷 ≅ Δ𝐵𝐸𝐷	(SSS) 

因此 ∠𝐶𝐵𝐷 = )"°
!
= 20° 

 
9. [	56	] 

當第25個整數最大時，最後20個整數的和一定是最小的。 前 5 個整數總和的最大可能
值 = 25 × 20	–	(1	 + 	2	 + 	3	 +	…+ 	20) 	= 	290。290	 = 	56 + 57 + 58 + 59 + 60。第 
5 個整數的最大可能值 = 56。 
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10. [&
*
	] 

 
我們用 𝑠(𝛥𝑋𝑌𝑍) 表示三角形 𝑋𝑌𝑍 的面積。 
 

● 設 𝑠(𝛥𝐵𝐹𝐷) = 𝑥。由於 𝐵𝐷 = 𝐷𝐸，𝑠(𝛥𝐷𝐹𝐸) = 𝑥，因此 𝑠(𝛥𝐵𝐹𝐸) = 2𝑥。 

● 由於 𝐵𝐹: 𝐹𝐺 = 4: 3，所以 𝑠(𝛥𝐵𝐹𝐸): 𝑠(𝛥𝐸𝐹𝐺) = 4: 3。由於 𝑠(𝛥𝐵𝐹𝐸) = 2𝑥，我們有 

𝑠(𝛥𝐸𝐹𝐺) = 1.5𝑥，因此 𝑠(𝛥𝐵𝐸𝐺) = 3.5𝑥。 

● 由於 𝐵𝐹: 𝐹𝐺 = 4: 3，我們可以設 𝑠(𝛥𝐴𝐵𝐹) = 4𝑦 且 𝑠(𝛥𝐴𝐹𝐺) = 3𝑦。 

● 由於 𝐵𝐷 = 𝐷𝐸，𝑠(𝛥𝐴𝐵𝐷) = 𝑠(𝛥𝐴𝐷𝐸)。因此，我們有 4𝑦 + 𝑥 = 3𝑦 + 2.5𝑥，因此 𝑦 =

1.5𝑥。因此，𝑠(𝛥𝐴𝐷𝐸) = 𝑠(𝛥𝐴𝐹𝐺) + 𝑠(𝛥𝐸𝐹𝐺) + 𝑠(𝛥𝐷𝐹𝐸) = 3𝑦 + 1.5𝑥 + 𝑥 = 7𝑥 

● 由於 𝐵𝐸: 𝐸𝐶 = 2: 1，所以 𝑠(𝛥𝐶𝐸𝐺) = 𝑠(𝛥𝐵𝐸𝐺)/2 = 1.75𝑥。 

● 由於 𝐶𝐸 = 𝐸𝐷，𝑠(𝛥𝐴𝐸𝐶) = 𝑠(𝛥𝐴𝐷𝐸) = 7𝑥，因此 𝑠(𝛥𝐴𝐶𝐺) = 𝑠(𝛥𝐴𝐸𝐶) − 𝑠(𝛥𝐶𝐸𝐺) =

5.25𝑥。 

● 觀察 𝐴𝐻:𝐻𝐶 = 𝑠(𝛥𝐴𝐵𝐺): 𝑠(𝛥𝐶𝐵𝐺) = 7𝑦: 5.25𝑥 = (7 × 1.5𝑥): 5.25𝑥 = 2: 1。因此，

𝑠(𝛥𝐶𝐺𝐻) = 𝑠(𝛥𝐴𝐶𝐺) × !
"
= 1.75𝑥。 

● 最後，𝐵𝐺: 𝐺𝐻 = 𝑠(𝛥𝐵𝐶𝐺): 𝑠(𝛥𝐶𝐺𝐻) = (𝑥 + 𝑥 + 1.5𝑥 + 1.75𝑥): 1.75𝑥 = 3: 1。但 𝐵𝐺 = 7，

因此 𝐺𝐻 = 7/3。 

 
11. [357	] 

由於總和是奇數，因此其中一個正方形的面積一定是偶數。唯一的偶質數是 2，一個正方形
的邊長是 2。另一個正方形的面積是 365 − 4	 = 	361。面積差 = 	361– 4	 = 	357。 
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12. [	295	] 

所需條件為 2(100𝑎 + 10𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑥! + 𝑏𝑥	 + 𝑐 
 即 (200	–	𝑥!)𝑎 + (20	– 	𝑥)𝑏 + 𝑐 = 0，其中 1 ≤ 	𝑎	 ≤ 	9， 
及 𝑏、𝑐	均為 0 至 9 之間的整數，包括 0 和 9。 
請注意，如果 1 ≤ 𝑥 ≤ 14，則 
 (200	–	𝑥!)𝑎 + (20	– 	𝑥)𝑏 + 𝑐 ≥ 4𝑎 + 6𝑏 + 𝑐 ≥ 4 。 
 另一方面，如果 𝑥	 ≥ 	16，則 
 (200	–	𝑥!)𝑎 + (20	– 	𝑥)𝑏 + 𝑐 ≤ −56𝑎 + 4𝑏 + 𝑐 ≤ −56 + 36 + 9 ≤ −11。 
 因此 𝑥 的唯一可能值為 15。 
 代入 𝑥	 = 	15，我們有 −25𝑎	 + 	5𝑏	 + 	𝑐 = 0， 
𝑐 = 5(5𝑎	– 	𝑏)。 
 情況 1: 𝑐 = 0，我們得到 5𝑎	 − 	𝑏 = 0，得出 𝑎 = 1	、𝑏 = 5。 
 數量是 150。 
 情況 2: 𝑐 = 5，我們有 5𝑎 − 𝑏 = 1。 
 如果 𝑎 ≥ 3，則 𝑏 = 5𝑎 − 1	 ≥ 	15 − 1	 = 	14，則不可能。 
 所以‘𝑎’只能是 1 或 2 。 
 如果 𝑎 = 1，則 𝑏 = 4，則數字為145。 
 如果 𝑎 = 2，則 𝑏 = 9，則數字為295。 
 可能的數字為 145、150 和 295。 
 滿足所需條件的最大可能數是 295。 

 
13. [8168884	] 

𝑎! + 𝑏! + 2𝑐! − 2𝑎𝑐 − 2𝑏𝑐 = (𝑎 − 𝑐)! + (𝑏 − 𝑐)!。由於𝑎; 𝑏; 𝑐 是 1 和 2025 之間的不同偶
數，(𝑎 − 𝑐)! ≤ 2022! 且 (𝑏 − 𝑐)! ≤ 2022!，且這兩個等式不能同時成立。因此， 
最大可能值最多為 2022! + 2020! = 8168884，可以透過選擇獲得 
𝑎 = 2024	, 𝑏 = 2022	, 𝑐 = 2 。 
 
14. [	25	] 

該正整數的數位數字只能是 1、2、4 及 8。 
 (1)  一位數： 

只能是 8。(共 1 個整數) 
 (2)  二位數： 

可以是 18、81、24	及	42。(共 4 個整數) 
 (3) 三 位數： 

可以是 118、181、811、124、214、241、142、412、421 及 222。(共 10 個整
數) 

 (4)  四位數： 
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可以是1118、1181、1811、1124、1214、1241、1142、1412、1421 及 1222。 
(共 10 個整數) 

 因此，共有 1 + 4 + 10 + 10 = 25個整數的數位積是 8。 
 
15. [	120960	] 

 
首先我們統計𝐷𝐸𝐹SSSSSS可能會取值的個數，即T1*U × 2 = 168。 （其他方法例如，當𝐸 = 1時，𝐷
和𝐹的選擇數為 8 × 7 = 	56；當𝐸 = 2時，𝐷和𝐹的選擇數為 7 × 6 = 42等，所以𝐷𝐸𝐹SSSSSS的可能
取值個數為8 × 7 + 7 × 6 + 6 × 5 +⋯+ 	2 × 1 = 	168。 
  固定了𝐷、𝐸、𝐹後，剩下的六位數字（𝐴、𝐵、𝐶、𝐺、𝐻、𝐽），任意排列都可以，所以我們
有6! = 720種選擇。整體而言，𝑛的可能取值數量為168 × 720 = 120960。 
 
16. [	32%	] 

 

Solution: 

It’s obvious that  2𝐴𝐵 = 𝐵𝐶. 

For simplicity, assume  𝐴𝐵 = 2, 𝐵𝐶 = 4 

 

𝑁𝐵 = 𝑁𝐸 = 1; 

𝑀𝐸 = 𝑀𝐵 = 𝑀𝐶 = 2 

𝑀𝑁 = ^2! + 1! = √5 

Δ𝐵𝑁𝑀 ≅ Δ𝐸𝑁𝑀; 

Δ𝑀𝐺𝐸 ≅ Δ𝑀𝐺𝐶	;	      Δ𝐵𝑁𝑀 ∼ ΔF𝐸𝐶 ∼ Δ𝐺𝑀𝐸 

𝐸𝐺 = 2a
2
√5
b =

4
√5		

 

𝐸𝐶 = 2𝐸𝐺 =
8
√5

 

𝐸𝐹 = 𝐸𝐶 a
1
√5
b = a

8
√5
b a

1
√5
b =

8
5 

𝐹𝐶 = 𝐸𝐶 a
2
√5
b = a

8
√5
b a

2
√5
b =

16
5  

陰影百分比 

=
"
!2
#
$32

"%
$ 3

!⋅)
(100%) = 32%  
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17. [	165	] 

 
● 觀察 𝐴𝐶<<<< 和 𝐴𝐵𝐶<<<<<< 要麼都是 2 的倍數，要麼都不是 2 的倍數。  

● 觀察 𝐴𝐶<<<<和 𝐴𝐵𝐶<<<<<< 要麼都是 5 的倍數，要麼都不是 5 的倍數。 

● 由於 (iii)，𝐴𝐵<<<< 必須是 8 的倍數，因此 𝐵 是偶數。由於 (ii)，B 不能為 0。 

● 觀察到 𝐴 + 𝐵 和 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 𝐴 + 𝐵 + 5 不能同時是 3 的倍數，因此 𝐴𝐵<<<< 和 𝐴𝐵𝐶<<<<<< 不能同時

是 3 的倍數。 𝐴𝐶<<<<＝𝐴5<<<< 必須是 3 的倍數，因此 A 是 1,4 或 7。 

● 還剩兩種情況： 

- 𝐴𝐶<<<< 和 𝐴𝐵𝐶<<<<<< 都是 3 的倍數。因此，𝐴 + 𝐶 和 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 是 3 的倍數，以及 𝐵 是 3 的

倍數。因為 𝐵 是偶數但 𝐵 ≠ 0，𝐵 = 6。由於(iii)，𝐴𝐵𝐶<<<<<< 的剩餘選擇是165。 

- 𝐴𝐵<<<< 和 𝐴𝐶<<<< 都是 3 的倍數，但 𝐴𝐵𝐶<<<<<< 不是 3 的倍數。因此，𝐴 + 𝐵 和 𝐴 + 𝐶 都是 3 的

倍數，由此 𝐵 − 𝐶 = 5 是 3 的倍數。因為 𝐵 是偶數，所以 𝐵 不是 2，就是 8。由於

(iii) ，𝐴𝐵𝐶<<<<<< 的剩餘選擇是 725 或 485。 

● 在剩下的三個選擇中，165 是唯一滿足 (iv) 的選項。 

 
18. [𝑎 = 	5, b = 1, c = 	15	] 

 
給定的方程式為 (25)(76) 	= 	 𝑐!	– 	1，顯然「𝑐」是奇數。 
 進一步，(25)(76) 	= 	 (𝑐	– 	1)(𝑐	 + 	1)，因此 𝑐	– 	1 和 𝑐	 + 	1 都是偶數。 
 由於(𝑐 + 1)	–	(𝑐 − 1) 	= 2，所以只有其中之一是4的倍數，不能同時是7的倍數。 
 情況 1：𝑐	– 	1	 = 	2 ------------------------------------- (1) 

𝑐	 + 	1	 = 	25-/	(76) ------------------------- (2) 
不可能有解，因為 𝑐	– 	1 和 𝑐	 + 	1 只相差 2。 

 情況 2：𝑐	– 	1	 = 	25-/ ----------------------------------(3) 
𝑐	 + 	1	 = 	2(76) -------------------------------(4) 

   減法時，2	 = 	2(76) 	−	25-/ 
經試驗，𝑎 = 1 和 𝑎 = 2 均未給出有效解。 

   對於 𝑎 ≥ 3，我們有 1 = 76 − 25-! 
即    25-! 	= 	 76	 − 1 

   請注意，76	 − 1 ≣ 	6	(mod 7)，但 25-!	 ≣ 	1、2	或	4 (mod 7)。 
因此，在這種情況下沒有解決方案。 

 情況 3：𝑐	 − 	1	 = 	2(76)	-------------------------------- (5) 
𝑐	 + 	1	 = 	25-/---------------------------------- (6) 

   減法時，2	 = 	25-/ − 	2(76) 
   由於 2(76) 	≥ 	14，因此 𝑎	 ≤ 	4	無解。 
   對於 𝑎 = 5，透過計算，𝑏 = 1，𝑐 = 15。 
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   對於 𝑎	 ≥ 	6，1	 = 	25-! 	− 	76 ，其中 25-! ≣ 	0 (mod 16) 
   由於 7/ 	≣ 	7 (mod 16)，且對於 𝑏	 ≥ 	2，則 76 	≣ 	1或	7 (mod 16) 

因此，𝑎	 ≥ 	6 沒有解。 
唯一的解是 (5, 1, 15) 。 

 
 
乙部 (每題 6分) 

 
19. (a)[	 	] 

設  是一個兩位的強大的正整數。由於  為三位數，  的數字之和  不能超
過 。 
l 若 ，  只能是 ，滿足條件。 
l 若 ，  只能是 ，當中只有  能被  整除。 
l 若 ，  必定不能被  整除（否則數字之和應為  的倍數）。 
l 若 ，  只能是 ，全部不能被  整除。 
l 若 ，則  能被  整除，它只能是 ，當中只有  滿足條件。 
l 若 ，則  能被  整除，它只能是 ，均不滿足條件。 
l 若 ，則  能被  整除，它只能是 ，均不滿足條件。 
l 若 ，則  能被  整除，它只能是 ，不滿足條件。 
l 若 ，則  能被  整除，它只能是 ，滿足條件。 

 
(b) 我們證明所有形如  的正整數都是強大的。事實上，  是  之後加上  個
零所得的正整數，它的數字之和與  的數字之和相同。若這數字之和能整除 ，顯然它
亦能整除 。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10,20,50,81

a 210 100= a s
9

1s = a 10
2s = a 11,20 20 22 4=
3s = a 23 9= 9
4s = a 13,22,31,40 24 16=

5s = a 25 25= 25,50,75 50
6s = a 26 36= 36,72
7s = a 27 49= 49,98
8s = a 28 64= 64
9s = a 29 81= 81

10k n 10k n n k
n n

10k n
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20. (a) 設  是  到  的垂足。考慮線段  上的一點 。我們可以依次在 

、  和  上構作 、  和 ，使得 、  和 

，這樣可令  是一個長方形。當  從  到  移動時，  的長

度從  增加至  的長度，而  的長度從  的長度減少至 ，因此過程中必

定出現  的情況，這時  恰好是一個正方形。 

 
 
 
 
 
 
 
(b)  

已知  及 。因此有 ，即 。 

 
(c)  
由於 、  及 ，我們有 。設  

為   的邊長，那麼   和   的高的比例為  。由於 

，可知  的高為 。與此同時，  的高加上  的長度等於 
 的長度，故 ，解得 。 

 
 
21. 假設  位於最後表格的第  行第  列，而  位於第  行第  列，我們只需證

明  即可。 

注意第  列共有  個數不超過 （即位於第  行的數）。在操作前，這  

個數左方的數都分別比它們小，即第  列最小有  個數小於 。在操作後，由於  

是第  列中第  小的數，因此它必定小於 ，命題得證。 

 

 
 

~ 全卷完 End of Paper ~ 
 
 
 

H A BC BH D

AB AC BC G F E DG BC^ FG DG^

EF FG^ DEFG D B H DG

0 AH FG BC 0
DG FG= DEFG

10

BC AH= 50
2

BC AH´
=

2

50
2
BC

= 10BC =

5
AGF ABCÐ =Ð AFG ACBÐ =Ð GAF BACÐ =Ð ~AGF ABCD D x

DEFG AGFD ABCD
10

GF x
BC

=

10AH BC= = AGFD x AGFD GD
AH 10x x+ = 5x =
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